
Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 1 , Abgabe: 13.04.2007 , 8.00 UhrAufgabe 1: (4 Punkte)Bestimmen Sie für die Matrizen(a) A = uvT , u, v ∈ R
n,(b) Q = I − 2wwT , wT w = 1, w ∈ R

n,()
P =









0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0







die Eigenwerte λi und die Vielfahheiten σ(λi) und ρ(λi) des harakteristishen Polynoms
ϕ(λ).Aufgabe 2: (4 Punkte)Sei A die (n, n)-Matrix mit

ai,i = 2, i = 1, . . . , n, ai+1,i = ai,i+1 = −1, i = 1, . . . , n − 1.Alle anderen Elemente von A seien 0 (vgl. Aufgabe 10, Einführung in die NumerisheMathematik). Zeigen Sie, dass A die folgenden Eigenwerte hat:
λℓ = 4 sin2

(

ℓπ

2n + 2

)

, ℓ = 1, . . . , n.Hinweis: Mahen Sie für einen Eigenvektor x ∈ R
n den Ansatz xi = sin(ci), i = 1, . . . , nund bestimmen Sie c. Benutzen Sie das Additionstheorem für den Sinus.Aufgabe 3: (2 Punkte)Sei A eine reelle, reguläre und symmetrishe (n, n)-Matrix und X eine symmetrishe undpositiv de�nite (n, n)-Matrix. Zeigen Sie: XAX hat die gleihe Anzahl positiver Eigenwertewie A.Hinweis: Betrahten Sie für s ∈ [0, 1] X(s) := En + s(X −En) und überlegen Sie sih dasVorzeihen der Eigenwerte der Matrix X(s)AX(s).



Aufgabe 4: (Programmieraufgabe, Abgabe 13.04.07, 4 Punkte)Bei der Berehnung der Grundfrequenzen und Shwingungsformen eines linearen Shwin-gungssystems der Form:

stellt sih die Aufgabe der Berehnung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
A =





c1 + c2 −c2 0
−c2 c2 + c3 −c3

0 −c3 c3



mit ci ∈ R, i = 1, 2, 3.(a) Berehnen Sie für x(0) =





1
1
1



 mit Hilfe der Potenzmethode 4 Iterationen zurBestimmung des gröÿten Eigenwertes von A.(b) Bestimmen Sie für c1 = 8, c2 = 3, c3 = 11 den gröÿte Eigenwert und zugehörigenEigenvektor der Matrix A. Benutzen Sie a) zur Berehnung einer Näherung undvergleihen Sie die Resultate. Erklären Sie insbesondere die shlehte Konvergenzdes Eigenvektors.
Übungstermine (ab Montag, 16.4.2007):Gruppe 1: Mo. 8.00 - 10.00 Uhr SR 1 BK 83Gruppe 2: Mo. 10.00 - 12.00 Uhr SR 1 BK 83Gruppe 3: Mo. 12.00 - 14.00 Uhr SR 1 BK 82Bitte geben Sie die Nummer Ihrer Gruppe auf den abzugebenden Lösungen der Übungs-aufgaben an.Informationen zu der Vorlesung, wie z.B. die aktuellen Übungsaufgaben, Klausurtermineet., �nden Sie unterhttp://wwwmath1.uni-muenster.de/num/Vorlesungen/Numerik2_SS07/



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 2 , Abgabe: 20.04.2007 , 8.00 UhrAufgabe 5: (6 Punkte)Sei
A =

















δ1 γ2 O

γ2 δ2 γ3. . . . . . . . .. . . . . . γn

O γn δn















(a) Zeigen Sie: λ ist Eigenwert von A genau dann, wenn −λ Eigenwert von B ist:
B :=

















−δ1 γ2 O

γ2 −δ2 γ3. . . . . . . . .. . . . . . γn

O γn −δn















Hinweis: Betrahten Sie die 3-Term-Rekursion für das harakteristishe Polynom.(b) Es gelte
δi = −δn+1−i (i = 1, . . . , n) ,

γi = γn+2−i (i = 2, . . . , n) .Zeigen Sie: Mit λ ist auh −λ Eigenwert von A.() Es gelte
δi + δn+1−i = 2c , c ∈ R (i = 1, . . . , n) ,

γi = γn+2−i , (i = 2, . . . , n) .Was kann man über die Lage der Eigenwerte von A aussagen?Aufgabe 6: (4 Punkte)Zeigen Sie: Die QR-Zerlegung einer invertierbaren (n × n)-Matrix ist eindeutig bis aufMultiplikation mit einer Diagonalmatrix D mit |Dii| = 1, i = 1, . . . , n, d.h. falls A =
QR = Q′R′, so gilt Q′ = QD und R = DR′.



Aufgabe 7: (Programmieraufgabe, Abgabe 20.04.07, 4 Punkte)Sei
A =









0 −8 16 −104
0 2 −12 42
0 9 −16 105
1 −2 13 −42









, x(0) =









1
0
0
0









.(a) Erweitern Sie das Programm zu Aufgabe 4 zu einem Programmpotenzmethode(A,n,x0,epsilon), welhes eine (n × n)-Matrix A, die Dimen-sion n, einen Startvektor x0 ∈ R
n und eine Fehlertoleranz ǫ einliest und mit Hilfeder Potenzmethode den betragsmässig gröÿten Eigenwert λ1 der Matrix A undden zugehörigen Eigenvektor x berehnet. Die Genauigkeit ǫ ist erreiht, wenndie Di�erenz zweier aufeinander folgender Iterationen für den Eigenwert λ1 imAbsolutbetrag kleiner als ǫ ist. Berehnen Sie mit dem Programm eine Näherung fürden betragsmässig gröÿten Eigenwert der Matrix A mit zugehörigem Eigenvektor.(b) Benutzen Sie die inverse Potenzmethode zur Berehnung des zweitgröÿten Eigenwer-tes mit zugehörigem Eigenvektor. Verwenden Sie µ = 10 und x(0) = (1, 1, 1, 1)T .Aufgabe 8: (Programmieraufgabe, Abgabe 27.04.07, 4 Punkte)Man berehne sämtlihe Eigenwerte λi und Eigenvektoren xi der Matrix

A =













16 1 O
1 12 1

1 8 1
1 4 1O 1 0











mit Hilfe der in der Vorlesung dargelegten Methode und dem Verfahren von MAEHLY.Hinweis: Nah Aufgabe 5 liegen die Eigenwerte symmetrish zu λ3 = 8.



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 3 , Abgabe: 27.04.2007 , 8.00 UhrAufgabe 9: (3 Punkte)Führen Sie die Matrix
A =





1 0 1
1/2 4 0

1 2 −1



durh eine Ähnlihkeitstransformation unter Verwendung einer Elementarmatrix L in eineHessenberg-Matrix H über. Geben Sie H explizit an.Aufgabe 10: (4 Punkte)Sei A eine reelle symmetrishe (n × n)-Matrix mit den Eigenwerten λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λnund den Eigenvektoren x1, . . . , xn ∈ R
n mit xT

i xk = δik.Man zeige:
λj = max

y∈Rn

{yTAy | yTy = 1 , xT
i y = 0 für i = 1, . . . , j − 1} .Hinweis:Betrahten Sie die Entwiklung von y nah den Eigenvektoren xi, i = 1, . . . , n.Aufgabe 11: (4 Punkte)Rehnen Sie einen Shritt des QR-Verfahrens für die Matrix

A =

(

2 ε

ε 1

)(a) ohne Shift,(b) mit Shift s = s1 = 1.() Vergleihen Sie in einer Tabelle die exakten Eigenwerte mit den approximierten Ei-genwerten aus (a) und (b) für ε = 1
10
.



Aktuelle Hinweise zur Vorlesung:Aufgrund der hohen Teilnehmerzahl wurde eine zusätzlihe Übungsgruppe eingerihtet. Eswerden insgesamt folgende Übungen angeboten:Montag 8.00 - 10.00 Uhr SR 1 BK 83 Vitali GretshkoMontag 10.00 - 12.00 Uhr SR 1 BK 83 Vitali GretshkoMontag 10.00 - 12.00 Uhr SR 0 BK 87 Marzena FranekMontag 12.00 - 14.00 Uhr M3 BK 82 Hendrik HalbahBitte beahten Sie, dass die Übungsgruppe von Hendrik Halbah ab sofort im M3 statt�nden wird! Da die bisherigen Übungsgruppen mit bis zu 30 angemeldeten Teilnehmernsehr voll sind, wird empfohlen, auf den Zusatztermin von Marzena Franek auszuweihen(dies gilt insbesondere für die Übungsgruppe von Hendrik).Klausurtermin:Mittwoh, den 4.7.2007 von 13:00 - 16:00 Uhr, Hörsäle M1 und M2.Programmierstunde:Die Programmierstunde �ndet in dieser Wohe niht wie gewohnt dienstags sondern amMittwoh (25.4.) von 16:15 bis 17:45 Uhr statt. Lösungen zu den Programmieraufgabensind ab sofort auf der Vorlesungshomepage verfügbar.



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 4 , Abgabe: 04.05.2007 , 8.00 UhrAufgabe 12: (4 Punkte)Sei
A =





4 0 2
−2 8 2

0 2 −4



 .(a) Zeigen Sie mit dem Satz von Gershgorin, dass A genau einen Eigenwert mit negati-vem Realteil hat.(b) Bestimmen Sie drei paarweise disjunkte Gershgorin-Kreissheiben, in denen jeweilsein Eigenwert von A liegt.() Geben Sie eine möglihst gute Abshäzung für den gröÿten Eigenwert.Hinweis zu b) u. ): Betrahten Sie A′ = D−1AD mit D = diag(1, c, 1), c > 0.Aufgabe 13: (6 Punkte)Gegeben sei die (n × n)-Matrix
C(λ) =















λ 1 O

λ 1. . . . . .. . . 1
O λ













und die (n × n)�Matrix F .Zeigen Sie: Für die Eigenwerte λi(ǫ) der gestörten Matrix C(λ) + ǫF gilt für genügendkleines ǫ die Abshätzung
|λi(ǫ) − λ| ≤ |ǫ1/n

|(1 + ‖F‖∞) .Zeigen Sie durh spezielle Wahl der Matrix F , dass der Fall λi(ǫ)−λ = O(ǫ1/n) tatsählihauftritt.Hinweis: Ähnlihkeitstransformation mit D = diag (1, d, d2, . . . , dn−1), d = ǫ1/n. BenutzenSie den Satz von Gershgorin.



Aufgabe 14: (6 Punkte)Überlegen Sie, dass die folgenden Ausdrüke Normen für die R-Vektorräume V sind undentsheiden Sie dann, welhe dieser Normen streng sind.(a) V = C1[a, b] ; ‖f‖ =

(

b
∫

a

f ′(x)2dx

)1/2

+ max
a ≤ x ≤ b

|f(x)|(b) V = C2[a, b] ; ‖f‖ =

(

b
∫

a

f ′′(x)2 dx

)1/2

+ |f(a)| + |f(b)|() V = Cn[a, b] ; ‖f‖ =

(

n
∑

k=0

b
∫

a

f (k)(x)2dx

)1/2(d) V =

{

(xk)k∈N | x1 = 0 ,
∞
∑

k=0

|xk+1 − xk| < ∞

}

; ‖x‖ =
∞
∑

k=0

|xk+1 − xk|Aufgabe 15: (Programmieraufgabe, Abgabe 11.05.2007, 4 Punkte)Auf der Homepage zur Vorlesung �nden Sie bei den Übungsaufgaben einen Link auf dieDatei �C.matrix�. Die Datei enthält eine 80 × 80-Matrix C. Programmieren Sie den QR-Algorithmus und testen Sie ihn, indem Sie alle Eigenwerte der Matrix C berehnen. Wiekann man eine geeignete Abbruhbedingung für den Algorithmus formulieren?Hinweis: Sie können die QR-Zerlegung qr von Matlab benutzen. Speihern Sie die DateiC.matrix auf Ihren Rehner und laden Sie sie durh den Befehl C=load C.matrix; in IhrMatlab-File.Hinweis: Die nähste Programmierstunde �ndet am Dienstag, den 8. Mai statt!



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 5 , Abgabe: 11.05.2007 , 8.00 UhrAufgabe 16: (4 Punkte)Zeigen Sie, dass der Raum C[a, b] bezüglih der Normen ‖ · ‖2 und ‖ · ‖1 niht vollständigist. Untersuhen Sie dazu die Konvergenz der Folge (fn)n∈N mit
fn(x) =







−1 für −1 ≤ x ≤ −
1
n

,

nx für −
1
n
≤ x ≤

1
n

,

1 für 1
n
≤ x ≤ 1 .Aufgabe 17: (4 Punkte)Betrahten Sie in V = C[0, 1] mit der Norm ‖ · ‖∞ die Teilmenge

T = {u ∈ C[0, 1] | u(0) = 0} .Zeigen Sie, dass die Folge (un)n∈N, un(x) = xn, eine Minimalfolge für das Element v ∈ Vmit v(x) ≡ 1 ist, welhe niht gegen ein Element aus T konvergiert.Aufgabe 18: (4 Punkte)(a) In dem normierten Vektorraum (V, ‖ · ‖) sei B = {u ∈ V | ‖u‖ ≤ 1} die abgeshlos-sene Einheitskugel. Man zeige, dass ein Proximum ũ ∈ B an ein Element v ∈ Vgegeben ist durh
ũ =

{

v , falls v ∈ B

v/‖v‖ , falls v 6∈ B

}

.(b) Sei V = R
2 versehen mit der Norm ‖x‖1 := |x1| + |x2|. Skizzieren Sie die Menge

B = {x ∈ R
2
| ‖x‖1 ≤ 1} und bestimmen Sie alle Proxima x̃ ∈ B an v = (2, 0)T und

v = (1, 1)T .



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 6 , Abgabe: 18.05.2007 , 8.00 UhrAufgabe 19: (4 Punkte)In (C[−1, 1], ‖ · ‖2) sei die Folge
fn(x) =

(

n

1 + n4x2

)1/2gegeben. Zeigen Sie, daÿ die Folge im Mittel gegen f(x) ≡ 0 konvergiert; jedoh konvergiertsie niht punktweise.Aufgabe 20: (4 Punkte)Sei f ∈ C[−1, 1], f(x) = sin(πx). Man bestimme die Proxima an f aus Πk, 0 ≤ k ≤ 2,bezüglih der Norm ‖ · ‖2(a) über die Normalgleihungen;(b) durh Entwikeln von f nah LEGENDRE-Polynomen.Aufgabe 21: (4 Punkte)Die periodishe Funktion f ∈ C(R) sei de�niert durh periodishe Fortsetzung von
f(x) = x2 für x ∈ [−π, π]. Berehnen Sie die FOURIER-Entwiklung von f und skiz-zieren Sie den Verlauf der Proxima aus span (u0, u1, u2) und span (u0, u1, u2, u3, u4).Aufgabe 22: (4 Punkte)Für reellwertige Funktionen f, g ∈ C[−n, n] mit n ∈ N

+ sei das innere Produkt de�niertdurh
(f, g) :=

n
∑

k=−n

f(k)g(k) .Bestimmen Sie ein System {p0, p1, p2} orthonormierter Polynome bezüglih ( · , · ) mit
pi ∈ Πi (i = 0, 1, 2).



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 7 , Abgabe: 25.05.2007 , 8.00 UhrAufgabe 19: (4 Punkte)Sei V = C[−1, 1] versehen mit dem inneren Produkt
(f, g) =

1
∫

−1

f(x)g(x)x2dxund der Norm ‖f‖2 =
√

(f, f).Berehnen Sie eine Orthonormalbasis von Π2 = span{1, x, x2
} und bestimmen Sie dasProximum von x4 in Π2. Skizzieren Sie das Proximum und die Funktion x4.Aufgabe 20: (4 Punkte)Berehnen Sie das Integral

I =

2π
∫

0

√

1 − k2 cos2(ϕ)dϕmit k2 = 0.84. (I = 4.60262252)(a) nah der zusammengesetzten Trapezregel mit h = π/8,(b) nah der zusammengesetzten Simpsonregel mit h = π/8.Hinweis: Betrahten Sie eine geeignete Transformation von [0, 2π] auf [0, π
2
].Aufgabe 21: (4 Punkte)Es ist

1
∫

0

4

1 + x2
dx = π = 3.141592653589793... .Bestimmen Sie π näherungsweise, indem Sie für das angegebene Integral zwei Romberg-Shritte von Hand (mit dem Tashenrehner) ausführen (Shrittweiten hi = 1

2i
, i = 0, 1, 2).Aufgabe 22: (Programmieraufgabe, Abgabe 8.6.2007, 4 Punkte)Shreiben Sie ein Programm romberg (f, a, b, relerr)zur Romberg-Integration einer Funktion f in [a, b]. Das Programm soll abbrehen, wennin der letzten Zeile des Romberg-Shemas zweimal hintereinander gilt

|Ti,k − Ti,k−1|/Tik ≤ relerr.



Es sollen k = 4 Spalten und mindestens i = 4 und höhstens i = 10 Zeilen des Romberg-Shemas berehnet werden. Ihr Programm soll mit der minimalen Zahl von Funktionsaus-wertungen auskommen. Testen Sie Ihr Programm für relerr ≤ 10−5 an den Beispielen:(a) 1
∫

0

4

1 + x2
dx = π ≈ 3.141592653589793(b) 2/π

∫

0

√

1 − k2 cos2(ϕ) dϕ ≈ 0.3917436582052818 für k2 = 0.84() 2
∫

1

dx

(x + 0.05)4
≈ 0.24925422405550246(d) 1

∫

0

x3/2dx = 0.4Hinweis: Die o�ene Programmierstunde �ndet am Dienstag, den 05.06.2007 statt.



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 8 , Abgabe: 08.06.2007 , 8.00 UhrAufgabe 23: (4 Punkte)Sei w(x) = x2 und xk = −1 + 2k
n−1

, k = 0, 1, . . . , n − 1. Bestimmen Sie für n = 4 eineIntegrationsformel der Form
Ĩ(f) =

n−1
∑

k=0

Akf(xk),so dass Polynome vom Grad ≤ 3 auf dem Intervall [−1, 1] mit der Gewihtsfunktion w(x)exakt integriert werden.Aufgabe 24: (4 Punkte)Die Ableitung f ′(x) einer Funktion f(x) soll durh die Di�erenzenquotienten(a) T (h) = 1
h
(f(x + h) − f(x))(b) T (h) = 1

2h
(f(x + h) − f(x − h))berehnet werden. Bestimmen Sie f ′(1) nah (a) und (b) für f(x) = ex mittels Extrapola-tion zu den Shrittweiten h0 = 0.2, h1 = 0.1, h2 = 0.05.Aufgabe 25: (4 Punkte)Die (zusammengesetzte) Mittelpunktsregel lautet:

Mh = h

n−1
∑

k=0

f(xk +
h

2
), xk = a + kh, h =

b − a

n
.Zeigen Sie: Ist f ∈ C2[a, b], so gilt die Abshätzung

|Mh − I| ≤
b − a

24
h2 Max

[a,b]

|f ′′(x)|.Aufgabe 26: (4 Punkte)Berehnen Sie für n = 2, 3 das Integral
I(f) =

1
∫

−1

1

1 + x2
dxmit der Formel von Gauÿ-Legendre mit der Gewihtsfunktion ω(x) = 1. Vergleihen Siedas Ergebnis mit der exakten Lösung.



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 9 , Abgabe: 15.06.2007 , 8.00 UhrAufgabe 27: (4 Punkte)Die AWA
y′ = f(x)g(y) , y(x0) = y0mit stetigen Funktionen f , g kann gelöst werden durh Integration der formalen Beziehung

dy/g(y) = f(x)dx zu
∫

y0

dy

g(y)
=

∫

x0

f(x)dx (g(y0) 6= 0) .Berehnen Sie hiermit die Lösung der folgenden AWA unter Angabe des maximalen Exis-tenzintervalls.(a) y′ = ky2 , y(0) = y0 (k > 0)(b) y′ = 2x
y+yx2 , y(2) = 3.Aufgabe 28: (4 Punkte)(a) Transformieren Sie das DGL-System

u′′ + u′v′ + tv′ sin(u2) = 0,

v′′ + tuv + v3 cos(u′) = 0in ein äquivalentes System 1. Ordnung der Form ẏ = f(t, y). Dabei bezeihne
u′ =

du

dt

v′ =
dv

dt
.(b) Bestimmen Sie durh Überlegung die eindeutig bestimmte Lösung der AWA

y′(x) = (x2 + 1) tan(y(x))(y(x)2
− 1),

y(0) = −1.Aufgabe 29: (Programmieraufgabe, Abgabe: Dienstag 26.06.2007, 8 Punkte)Die Lösung y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))T der AWA
y′(x) = f(x, y) , y(x0) = y0 ∈ R

n (1)



soll im Intervall [x0, xe] in den Punkten
xi := x0 + i · h , i = 1, . . . , m,

h := (xe − x0)/mberehnet werden. Das zugehörige Hauptprogramm soll die beiden folgenden Unterpro-gramme benutzen:(1) f(n,x,y,dy):
x: unabhängige Variable,
y: n-Vektor der abhängigen Variablen,

dy: Feld der Länge n;
dy enthält bei Verlassen der Routine die Werte f(x, y) der rehten Seite der Dgl.
(1)(2) integ(n,x,h,y):

x: unabhängige Variable,
h: Shrittweite,
y: n-Vektor der abhängigen Variablen;

y enthält beim Aufruf der Routine den Wert der Lösung im Punkte x und beimVerlassen den Wert der Lösung im Punkte x + h.Es sollen drei vershiedene integ Routinen programmiert werden, integ bedeutewahlweise das(a) EULER-Verfahren,(b) das modi�zierte EULER-Verfahren,() das RUNGE-KUTTA-Verfahren.Man teste das Programm an folgenden AWA'n:AWA 1:
y′ = x + y , y(0) = 1 ,

x0 = 0 , xe = 1 , m = 1, 2, 4, 8exakte Lösung: y(x) = 2ex
− (1 + x) .AWA 2: Räuber-Beute-Modell:

ẋ = 10x(1 − y) , x(0) = 3,
ẏ = y(x− 1) , y(0) = 1,
t0 = 0.0 , te = 5.0 , m = 20, 50, 100Man ermittle eine Shätzung für die Periode T0 > 0.



AWA 3: Bahnkurve eines Satelliten: Die Bahnkurve eines Satelliten, der sih im Gravitations-feld von Erde und Mond bewegt, wird für den Fall, dass die drei Himmelskörper sihin einer Ebene bewegen, durh die Gleihungen
y ′′

1 = y1 + 2y′

2 − µ′
y1 + µ

D1
− µ

y1 − µ′

D2
(2)

y ′′

2 = y2 − 2y′

1 − µ′
y2

D1
− µ

y2

D2
(3)mit

D1 =
(

(y1 + µ)2 + y2
2

)3/2
,

D2 =
(

(y1 − µ′)2 + y2
2

)3/2
,

µ = 0.012277471,

µ′ = 1 − µbeshrieben. Dabei ist (y1, y2) ein um den Ursprung rotierendes Koordinatensystem,in dem sih Mond und Erde an den festen Punkten (1− µ, 0) bzw. (−µ, 0) be�nden.Für die Anfangswerte
y1(0) = 0.994,

y′

1(0) = 0,

y2(0) = 0,

y′

2(0) = −2.0015851063,

xend = 17.0652165602ergibt sih ein geshlossener sogenannter Arenstorf-Orbit, eine periodishe Lösungmit der Periode xend.AWA 4: Modell für Nervenimpulse: Es bedeuten:
x(t): Membranpotential
y(t): Aktivierbarkeit der NervenzelleDie zugehörige AWA lautet:

ẋ = 3(y + x − x3/3 − 1.3) , x(0) = −1.03
ẏ = −(x − 0.7 + 0.8y)/3 , y(0) = 2.16
t0 = 0 , te = 30 , m = 60Literatur: R. Seydel, R. Bulirsh, Vom Regenbogen zum Farbfernsehen (1986),Springer Verlag.Plotten und vergleihen Sie die Ergebnisse mit den vershiedenen Verfahren!



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 10 , Abgabe: 22.06.2007 , 8.00 UhrAufgabe 30: (4 Punkte)Sei f : [a, b] → R stetig. Zeigen Sie: das Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung für dieAWA
y′(x) = f(x)

y(x0) = y0, x0 ∈ [a, b]stimmt mit einer bekannten Integrationsformel überein.Aufgabe 31: (4 Punkte)Man gebe mittels Taylor-Entwiklung ein Einshritt-Verfahren p-ter Ordnung an für dieAWA y′ = x + y, y(0) = 1. Wie groÿ muss man p ∈ N+ wählen, damit y(0.2) auf 4Dezimalzi�ern korrekt berehnet wird bei Anwendung eines Shrittes mit x0 = 0, h = 0.2.Aufgabe 32: (4 Punkte)Die skalare Gleihung zweiter Ordnung y′′ = f(y) wird als System
y′ = z,

z′ = f(y)geshrieben und approximiert durh
yk+1 = yk + h

(

zk +
1

4
h(k1 + k2)

)

,

zk+1 = zk +
h

4
(k1 + 3k2)mit

k1 = f(y),

k2 = f

(

y +
2

3
hz +

9

2
h2k1

)

.Zeigen Sie, das der lokale Diskretisierungsfehler für y O(h3) ist.



Prof. Dr. H. Maurer, Dipl. Math. Maike Shulte SS 07Übungen zur Vorlesung �Höhere Numerishe Mathematik�Übungsblatt 11 , Abgabe: 29.06.2007 , 8.00 UhrAufgabe 33: (4 Punkte)Gegeben sei die gewöhnlihe Di�erentialgleihung
y′′(x) + xy′(x) = 0mit den Anfangswerten y(1) = 1 und y′(1) = 2.(a) Transformieren Sie die Di�erentialgleihung auf ein System erster Ordnung. GebenSie auh die transformierten Anfangsdaten an.(b) Berehnen Sie mit dem expliziten Euler-Verfahren mittels zweier Shritte und mitdem Heun-Verfahren mittels eines Shritts eine Näherung für y(2).Aufgabe 34: (4 Punkte)Gegeben sei das Mehrshrittverfahren (MSV)

yj+2 − (1 + α)yj+1 + αyj =
h

2
[(3 − α)fj+1 − (1 + α)fj ]mit fj = f(xj, yj).(a) Bestimmen Sie für jedes α ∈ R die Ordnung des MSV's.(b) Für welhe α ist das MSV stabil?Aufgabe 35: (4 Punkte)Die Lösungen der Di�erenzengleihung

zj+2 = zj+1 + zj , j ≥ 0, z0 = 0, z1 = 1sind die Fibonai-Zahlen.a) Berehnen Sie die allgemeine Lösung der Di�erenzengleihung zj+2 = zj+1 + zj durhden Ansatz zj = c1λ
j
1 + c2λ

j
2, c1, c2, λ1, λ2 ∈ R. Bestimmen Sie dann die spezielleLösung mit z0 = 0, z1 = 1.b) Die Kapazität eines Informationskanals ist gegeben durh die Gleihung

C = lim
j→∞

1

j
log zj .Berehnen Sie C.



Aufgabe 36: (4 Punkte)Die AWA
y′(x) = µy(x), x ≥ 0, µ ∈ R (1)
y(0) = 1werde durh die Methode

yk+2 − yk = 2hfk+1 (2)gelöst.a) Zeigen Sie, dass die Lösung yk von (2) die Form
yk = A(λ1(h))k + B(λ2(h))khat, wobei
λ1(h) = eµh + O(h3)

λ2(h) = −e−µh + O(h3)gilt.b) Welhes λr(h) entspriht der Lösung von (1)?) Wie verhält sih die Approximation yk, falls µ eine groÿe negative Zahl ist?
Die Klausur �ndet am Mittwoh, den 4.7.2007 von 13:00 bis 16:00 Uhr in denHörsälen M1 und M2 statt. Erlaubte Hilfsmittel sind ein niht programmierba-rer Tashenrehner und ein einseitig beshriebenes DinA4 Blatt Formelsamm-lung.



Das Verfahren von MaehlyBerehnet werden sollen alle Eigenwerte λ einer symmetrishen reellwertigen Tridiagonal-matrix
Jn =











δ1 γ2 0

γ2 δ2
. . .. . . . . . γn

0 γn δn











∈ R
n×n. (1)Analytish würde man die Nullstellen des harakteristishen Polynoms

pn(λ) = det(Jn − λIn) (2)bestimmen. Für die k-ten Abshnittsmatrizen gilt die 3-Term-Rekursion
p0(λ) = 1

p1(λ) = δ1 − λ

pk(λ) = (δk − λ)pk−1(λ) − γ2
k pk−2(λ), k = 2, . . . , n. (3)Sei nun γk 6= 0 für alle k = 2, . . . , n vorausgesetzt, wir de�nieren den Vektor

q(λ) :=







q0(λ)...
qn−1(λ)






∈ R

n (4)mit
q0(λ) := 1

qk(λ) :=
(−1)kpk(λ)

γ2 · · · · · γk+1
, k = 1, . . . , n, γn+1 := 1. (5)Dann ist die 3-Term-Rekursion (3) äquivalent zu der Gleihung

(Jn − λIn)q(λ) =











0...
0

−qn(λ)











(6)Beweis:Shreibe Gleihung (6) aus:










δ1 − λ γ2 0

γ2 δ2 − λ
. . .. . . . . . γn

0 γn δn − λ

















q0(λ)...
qn−1(λ)






=











0...
0

−qn(λ)











1



Berehnung der linken Seite:










δ1 − λ γ2 0

γ2 δ2 − λ
. . .. . . . . . γn

0 γn δn − λ

















q0(λ)...
qn−1(λ)






=











(δ1 − λ)q0(λ) + γ2q1(λ)
γ2q0(λ) + (δ2 − λ)q1(λ) + γ3q2(λ)...

γnqn−2(λ) + (δn − λ)qn−1(λ)









Für Zeile 1 gilt mit q0(λ) = 1 und q1(λ) = −p1(λ)
γ2

:
(δ1 − λ) + γ2

−p1(λ)

γ2
= (δ1 − λ) − (δ1 − λ) = 0.Für Zeile j gilt (unter Ausnutzung der Gleihung qk(λ) = (−1)kp

k
(λ)

γ2·····γk+1

und der 3-Term-Rekursion (3) für den Term pj(λ)):
γjqj−2(λ) + (δj − λ)qj−1(λ) + γj+1qj(λ)

= γj

(−1)j−2pj−2(λ)

γ2 · · · · · γj−1
+ (δj − λ)

(−1)j−1pj−1(λ)

γ2 · · · · · γj

+ γj+1
(−1)jpj(λ)

γ2 · · · · · γj+1

(3)
= γ2

j

(−1)j−2pj−2(λ)

γ2 · · · · · γj

+ (δj − λ)
(−1)j−1pj−1(λ)

γ2 · · · · · γj

+
(−1)j

[

(δj − λ)pj−1(λ) − γ2
j pj−2(λ)

]

γ2 · · · · · γj

=
(−1)j−2

γ2 · · · · · γj

[

γ2
j pj−2(λ) − (δj − λ)pj−1(λ) + (δj − λ)pj−1(λ) − γ2

j pj−2(λ)
]

= 0Für die letzte Zeile gilt shlieÿlih:
γnqn−2(λ) + (δn − λ)qn−1(λ) = γn

(−1)n−2pn−2

γ2 · · · · · γn−1
+ (δn − λ)

(−1)n−1pn−1

γ2 · · · · · γn

=
(−1)n+1

γ2 · · · · · γn

[

(δn − λ)pn−1 − γ2
npn−2

]

(3)
=

(−1)n+1

γ2 · · · · · γn

pn(λ) = −qn(λ)

�Also muss für die Eigenwerte λk von Jn gelten:
pn(λk) = 0 ⇒ qn(λk) = 0,2



d.h. (Jn − λkIn)q(λk) = 0 mit q(λk) 6= 0. Also ist q(λk) Eigenvektor zum Eigenwert λk.Leite nun die Gleihung (6) nah λ ab:
−q(λ) + (Jn − λIn)q′(λ) =











0...
0

−q′n(λ)









Auswertung in λk und Multiplikation von links mit q(λk)
T ergibt

−q(λk)
T q(λk) + q(λk)

T (Jn − λkIn)
︸ ︷︷ ︸

=0, da (Jn−λ
k
In)q(λ

k
)=0

q′(λ) = q(λk)
T











0...
0

−q′n(λk)











⇔ −q(λk)
T q(λk) = −qn−1(λk)q

′

n(λk)

⇔ q(λk)
T q(λk)

︸ ︷︷ ︸

=
P

n−1

i=0
qi(λk

)2>0

= qn−1(λk)q
′

n(λk)Insgesamt folgt mit q′n(λ) = (−1)np′
n
(λ)

γ2...γn

0 < qn−1(λk)q
′

n(λk) = −
pn−1(λk)p

′

n(λk)

γ2
2 . . . γ2

n

,insbesondere gilt demnah
p′n(λk) 6= 0.Damit ist λk einfahe Nullstelle des harakteristishen Polynoms pn(λ)! Es gilt also λn <

· · · < λ2 < λ1. Berehne die Ableitung p′n(λk) durh Ableitung der 3-Term-Rekursion (3):
p′0(λ) = 0,

p′1(λ) = −1,

p′k(λ) = −pk−1(λ) + (δk − λ)p′k−1(λ) − γ2
kp

′

k−2(λ), k = 2, . . . , n. (7)Maehly-Algorithmus:Gesuht sind die Eigenwerte der Tridiagonalmatrix (1), diese werden durh die Berehnungder Nullstellen des har. Polynoms (2) bestimmt. Für Nullstellenberehnungen kennen wirdas Newton-Verfahren, welhes hier angewandt wird. Wir setzen voraus, dass γj 6= 0 für3



j = 2, . . . , n. Dann hat das Polynom pn(λ) nah obiger Rehnung n einfahe Nullstellen
λn < · · · < λ2 < λ1. Also hat das Polynom

pn,j(λ) :=
pn(λ)

(λ − λ1)(λ − λ2) . . . (λ − λj)
, j = 1, . . . , n − 1 (8)die Nullstellen λj+1, . . . , λn, welhe wir mit dem Newton-Verfahren berehnen wollen. Leitedazu (8) nah λ ab:

p′n,j(λ) =
p′n(λ)

(λ − λ1) . . . (λ − λj)
−

pn(λ)

(λ − λ1) . . . (λ − λj)

j
∑

i=1

1

λ − λi

, j = 1, . . . , n − 1. (9)Das Newton Verfahren für pn,j(λ) = 0 zur Berehnung des Eigenwertes λj+1 lautet
λ(k+1) = λ(k)

−
pn,j(λ

(k))

p′n,j(λ
(k))

(10)
= λ(k)

−
pn(λ

(k))

p′n(λ(k)) − pn(λ(k))
∑j

i=1
1

λ−λi

, k = 0, 1, . . . (11)Ist also der Eigenwert λ1 bekannt, können die weiteren berehnet werden. Der erste Eigen-wert λ1 wird durh das Newton-Verfahren als Nullstelle des harakteristishen Polynomsberehnet. Fehlt nur noh ein Startwert λ(0), den erhalten wir durh die Abshätzung
|λk| ≤ ρ(Jn) ≤ ||Jn||∞ = max

k=1,...,n
{|γk| + |δk| + |γk+1|} =: λ(0),wobei γ1 = γn+1 = 0.Die benutzen Polynome pn(λ), p′n(λ) werden mit den Rekursionsformel (3) und (7) be-rehnet. Die Eigenvektoren q(λk) berehnen sih durh Formel (4) bzw. (5).Anmerkung:Falls für ein k γk = 0 gilt, zerfällt die Matrix Jn in 2 Blöke, auf die wiederum der Maehly-Algorithmus angewandt werden kann! Dies soll jedoh im Programm niht berüksihtigtwerden.

4



Integration mit Extrapolationsverfahren (speziell mit demRomberg-Verfahren)Ziel ist die numerishe Berehnung des Integrals
b

∫

a

f(x)dx, a, b ∈ Rfür eine gegebene Funktion f . Dazu seien äquidistante Stüztstellen xi = a + h · i mit
h = b−a

n
, i = 0, . . . , n vorausgesetzt. Dann gilt mit der Trapezregel für das Intervall

[xi, xi+1]
xi+1
∫

xi

f(x)dx ∼=
h

2
(f(xi) + f(xi+1)) .Wenden wir die Trapezregel auf alle Intervalle [xi, xi+1] an, so folgt die zusammengesetzteTrapezregel

b
∫

a

f(x)dx ∼=

n−1
∑

i=0

h

2
(f(xi) + f(xi+1)) =: T (h). (1)Bemerkung 1 Die zusammengesetzte Trapezregel erfüllt die Fehlerungleihung

∣

∣

∣

∣

∣

∣

T (h) −

b
∫

a

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
b − a

12
h2 max

x∈[a,b]
|f ′′(x)| = O(h2)und ist damit von zweiter Ordnung.Man kann zeigen (siehe z.B. Stoer, Kapitel 3.2), dass T (h) in geraden Potenzen von hentwikelt werden kann. D.h. es gibt eine Darstellung

T (h) = τ0 + τ1h
2 + τ2h

4 + · · · + τmh2m + αm+1(h)h2m+2 (2)mit dem unbekannten Koe�zienten
τ0 =

b
∫

a

f(x)dx = lim
h→0

T (h)und anderen Koe�zienten τi, i = 1, . . . , m, die ebenfalls von h unabhängig sind unduns hier niht weiter interessieren. Mit Hilfe des Extrapolations-Verfahrens wollen wir τ0bestimmen.
1



Idee der ExtrapolationWir betrahten eine Folge (hi)i∈N von m + 1 Shrittweiten, sei
h0 = b − a, h1 =

h0

n1
, . . . , hm =

h0

nm

, ni < ni+1, ni ∈ N, i = 1, . . . , m.Beispiel 1 Eine möglihe Folge für die Shrittweiten bildet die Shrittweitenhalbierung.Diese Folge heiÿt Romberg-Folge:
h0 = b − a, hi =

h0

2i
, i = 0, 1, . . . ,also

h0 = b − a, h1 =
h0

2
, h2 =

h1

2
, h3 =

h2

2
, . . . .Mit Hilfe der Formel (1) bestimmen wir die Trapezsummen Ti,0 = T (hi), i = 0, . . . , mfür alle Shrittweiten hi. Wihtig ist hier, dass z.B. die Auswertungen f(a), f(b) in jederTrapezsumme, also in der Trapezsumme für jedes hi, vorkommen. Wünshenswert istes, dass diese niht jedes mal neu ausgerehnet werden, sondern der Wert von Ti−1,0zur Berehnung von Ti,0 genutzt wird, um doppelte Auswertungen der Funktion f zuvermeiden. Nun kann das Polynom

T̃mm(h) = a0 + a1h
2 + · · · + amh2m (3)mit Hilfe einer Polynominterpolation bestimmt werden, wobei als Stützwerte die bere-henbaren Trapezsummen dienen: T̃mm(hi) = T (hi), i = 0 . . . , m. Dann gilt

T̃mm(0) = a0
∼= τ0 (4)Beispiel 2 Sei m = 1, d.h. es seien die Shrittweiten h0 = b − a und h1 = b−a

2
gegeben.Dann folgt mit (1)

T (h0) =
0

∑

i=0

h0

2
(f(xi) + f(xi+1)) =

h0

2
(f(a) + f(b))

T (h1) =

1
∑

i=0

h1

2
(f(xi) + f(xi+1)) = h1

(

f(a)

2
+ f

(

a + b

2

)

+
f(b)

2

)

.Es soll T̃mm(hi) = T (hi), i = 0 . . . , m gelten. Mit der Interpolationsformel
p(x) =

n
∑

i=0

fiLi(xi) =
n

∑

i=0

fi

n
∏

k=0,k 6=i

x − xk

xi − xk

2



für die Stützwerte p(xi) = fi folgt (mit xi = h2
i , da nur gerade Exponenten von h in derEntwiklung (2) vorkommen) für das Polynom T̃mm(h) in h = 0:

T̃mm(0) =

n
∑

i=0

T (hi)

n
∏

k=0,k 6=i

−h2
k

h2
i − h2

k

.Also gilt insgesamt
T̃mm(0) = T (h0)

−h2
1

h2
0 − h2

1

+ T (h1)
−h2

0

h2
1 − h2

0

=
b − a

6

(

f(a) + 4f

(

a + b

2

)

+ f(b)

)

.AlgorithmusSoll das ganze nun programmiert werden, geht man etwas anders vor als in dem Beispiel.Man geht in einem Programm zur Romberg-Integration nah folgenden Punkten vor.
• Berehne die Ti,0 mit Hilfe der Formeln (1). Es ist wihtig darauf zu ahten, dassdie Funktionsauswertungen f niht doppelt berehnet werden! Wie ist der genaueZusammenhang zwishen T (hi) und T (hi+1)? Kann T (hi+1) mit Hilfe von T (hi)zum Teil dargestellt werden? Welhe Funktionsauswertungen müssen noh berehnetwerden?
• Spaltenweise wird dann folgendes Tableau berehnet:

h0 T00

h1 T10 T11

h2 T20 T21 T22

h3 T30 T31 T32 T33...Dabei errehnen sih die Ti,k für k > 0 durh die Rekursion (nah dem Algorithmusvon Neville, siehe Numerik I, Polynominterpolation)
Ti,k = Ti,k−1 +

Ti,k−1 − Ti−1,k−1
(

h
i−k

hi

)2

− 1
, 1 ≤ k ≤ i ≤ m

• Um allgemeine Integranden f zuzulassen, müssen Zeiger genutzt werden. Ist eineFunktion f in einem m-File f.m gespeihert durhfuntion f = f(x)f(x) = sin(x) 3



kann sie in einem Programm an eine andere Funktion (hier: romberg.m) durh dieSyntaxzu_berehnender_Wert = romberg(�f,a,b,relerr)übergeben werden, ohne dass f selbst in dem Programm de�niert wird.

4
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